1.

Halle las trayectorias ortogonales de la familia & de curvas
z? 4+ y? = cx. Dibuje ambas familias.

. y . 2+
Solucion: De la ecuacion dada se obtiene ¢ = , SI x#0
T
. . ., ’ ' c— 2z
Diferenciando la ecuacién dada, tenemos: 2z +2yy —c =0 v=—
Y
) 22442 — 9 y2 _ IE2
Tomando en cuenta el valordec: y = —2% =
2y 2zy
. d 2 _ .2
otambign: 24 =¥ % ()
dx 2zy
Esta es la ecuacion diferencial para la familia dada <, para todo zy # 0. Por lo tanto, la
L : . d 2z
ecuacion diferencial para las trayectorias ortogonales es: d—y = i 5 (2
r  xt—y
1

porque si y = y;(x) es ortogonal a y = y,(z), entonces y, = ——
Yy

1
Resolviendo la ecuacion (2): (2% — y*)dy = 2zydz es la ecuacion diferencial exacta,

0, 5 4 ou ou
porque 5 (" —y°) 3y( zy); ulz,y) =c; du= g dot aydy
. u 0 2 _ 2
En nuestra ecuacion: — =2zy, — =2%—y
ox oy

3

2 . Y
W) =-y"; ¢ly)=-7F+a

!

3u '
Entonces, u = zy+ ¢(y) ; 5 = P+ @) =22-v"; ¢
Y
3
Obtenemos: u(z,y) = 2%y — % +c1.
3
Finalmente, las trayectorias ortogonales de la familia & son: 2%y — % =c.

Halle la ecuacidn de las curvas tales que el segmento de la recta tangente en cada punto
de la curva limitado por los ejes coordenados queda dividido en dos partes de la misma
longitud por el punto de tangencia.

Solucioén:

!

Resuelva la ecuacion diferencial 4’ (1 + ()% = v/
Solucioén:

., . . 2 _ . e, e .
Resuelva la ecuacion diferencial yy' = -4 + le, con la condicién inicial y(1) = 1.
Solucion:
Determine la solucion de la ecuacién diferencial y' — 4y = 2¢%,/y que cumple la condicion
inicial y(0) = 2.
Solucion:

Considere en el semiplano z > 0, la familia de curvas y = In(az)(a > 0). Determine la
familia ortogonal, y dibuje ambas familias.

. . : . ., 1
Solucion: La familiadadaes: y =Ilnz +1na, a > 0. Diferenciando la ecuacion: y = —
T
., d 1 . . .
o también d—y = — , entonces la ecuacion diferencial de las trayectorias ortogonales es:
i T



dy z? .
priaiat Integrando, tenemos: y = 5 + c es la familia ortogonal.
T

a

y=Inzx+1Ina

Encuentre una funcion y = y(z), cuyo grafico pasa por el punto (2,1), tal que en cada
punto (z,y(x)) del gréafico recta normal al grafico por ese punto corta la eje z en un punto
de abscisa 2. Dibuje la curva resultante.

Solucion:

B(O,B

Sea y = y(x) -es la ecuacion de la funcion buscada, y M(z,y(x)) es un punto arbitrario de
esta funcién. Suponga que la ecuacion de la normal a la curva y = y(z), que pasa por el
punto M, tiene forma y = kxz + b.



La pendiente de la recta tangente a la curva en el punto M se determina: y' (z) =tga=——.
1

h y'(z)

El coeficiente (termino) b = OB,

De donde £ = -—

L. 2 2
del triangulo A AOB: b=0B = 0A - tg (E — a) — 2. cota = — = —x
2 tgay Yy
., T 2z
Entonces, tenemos ecuacion: y(z) = ——— + ——
y (@) v(2)

Finalmente, tenemos la ecuacion diferencial para la funcién buscada y(z) :
yy=x 1)
Integrando ésta ecuacion: /ydy = /xd:v +c.

y? = 2* 4+ c. Para hallar c utilizamos la condicion: y(2) = 1.
Tenemos que ¢ = —3, yentonces: y* =22 — 3. Esto es hipérbola.
y =+xz2—3. Esta es la funcion buscada.

Determine la solucion de la ecuacion diferencial
r 2x+y-—1
v = z+2y—1
que pasa por el punto (0, 2).
Solucion: Lasrectas 2z+y—1=0 y z+2y—1=0 no son paralelas; latransformacion

, 1 1 11 L :
serax =t+ 3 ;o Yy=2z2+ 3 donde (5; §> es el punto del corte (0 es solucion del sistema)

2z +y — 1 =0
r + 2y — 1 =0
Sustituyendo en la ecuacion dada,
dz 26+ 2+2+1-1
— = g 3 , oOsea,
dt ltt+22+2-1
dz  2t+z
dt ~ t+2z
. . ., Z
haciendo la sustitucion « = . o sea,
z = wut, tendremos:
dut n 24+ u
R U =
dt 14+ 2u
du 24u
—.1 = — U
dt 14+ 2u
_2—?
o 142u



Separando las variables,

/(1+2u)du dt
2(1 — u?) t
1/ du +1/2udu dt+
_ — = — C
2) 1—u?2 2) 1—u? t
1, [14+u] 1 )
Zlnl—u_Eln‘l_u‘ = Injt|+c
1. [t+2] 1 22
Volviendo a las variables originales, obtenemos:
1 |z+y—-2] 1 (y — 1)? 1
-1 31— ~In|l— 3 =1 B
4n v —y 2n (IE—%)2 n|x 3 c
Determinamos la solucion que pasa por el punto (0;2).
1. |2-2 (2-1)? 1
Zln 9 —Eln 1—W = ln —g +c
3
1. 2 1 1
Zln§—§1n15 = 1n§+0
1. 2 1 1
= ~In-—=Inl5—In=
c 1 n3 5 nlbs n3
Entonces, la solucién particular que pasa por el punto (0; 2) es:
1 —2 1 — L7 1 1.2 1 1
—lnwi?’——ln 1—@73)2—1n r—=| = -Iln-—-Inl15—1n-.
=y 2 (x_%) 3 4 3 2 3




